Megint a latokor témajahoz
Azért megint, mert *) korabbi dolgozatunk is e témaval foglalkozott.
A feladat

frjuk fel azon sikbeli pontok mértani helyének polarkoordinatas egyenletét, melybél egy
2*a hosszusagu szakasz ¢ szog alatt 1atszik!

A megoldés

Ehhez tekintsiik az 1. abrat!

1. abra

Ez alapjan koszinusztétellel irhatjuk, hogy:
(2-a)? = (4P) + (BP) —2-AP -BP -cos¢ ; (1)

most — a , p» indexet mar elhagyva — :

—_2
(AP) :(a+x)2+y2=a2+2.a.x+(x2+y2):a2+2.a.x+p2; (2)

majd:
(ﬁf:(a_x)z"'yz=a2—2'a'x+(x2+y2)=a2_2.a.x+p2 . (3)



ezekkel:
— 2
(AP)2+(BP) =a’+2-ax+p*+at—-2-a-x+p>=2-(a?+p?); (4)

ezutan (1) és (4) - gyel:
2-a)?=2-(a?+p?)—2-\a?+2-a-x+p2-Ja—2-a-x+p%-cos¢ ,
2-a?=a’+p*—Ja?+2-a-x+p?-\Ja?—2-a-x+p?-cos¢ ,
Jaz+2-a-x+p?-\Ja?—2-a-x+p?-cos¢p =p?—a?,

2_ 42

cos ¢
(a4 p) +2- a2 (@ +p) —2-a-x] = (52,

cos ¢

2 2N2 (. .2 _ (PP—a?)?
(a® + p*) 2-a-x) = coso).
(2_ 2)2
(@® +p*)? =T = (2 a-x)?
4_ o, 2.2 4
at+2-a?-p2+pt-"2 zcoasz;;+a =4-a%-x%,

p4.(1_c0512¢)+2-a2.p2.(1+co;¢)+a4.(1_coslz¢)=4.a2.x2 | (5)

Figyelembe véve, hogy:
X =p-cos? , (6)

(5)¢és(6)-tal kapjuk, hogy:
4, (1 __1 ca2.p2. 1 4. (1L Yo a.42.92.c0c2
p (1 C()qu>)+2 a-p (1+c052¢)+a (1 c052¢) 4-a“-p°-cos®y -

p*-(—tg*p)+2-a*-p*-(2+tg*p—2-cos*9)+a* - (—tg?p) =0 -

p* 2-a%-p?-(2+tg?>¢p—2-cos?0) . pt 5 p* 2:-(1-cos?9) + tg? ¢ .
i ) +1—0—>a4 Za2 P +1=0 -
p* p* 2-sin”9+tg? ¢ _ p* . p* (2:sin?9 .
Z-2.L St H1=0 5 zaz(tg2¢ +1)+1=0.(7)
Roviditd jeloléssel:

2
u=%, (8)
igy (7)és(8)-cal:
2 . -Sin219 . —
u 2(1+2 tg2¢)u+1 0. (9)



A (9 ) masodfoku egyenletet a megoldoképlettel megoldva:

sinZ2 9 sinZ 9 \]?
2'(1+2‘W)ij[2'(1+2'w)]‘4'1'1

_ _ _sin®9 _ sin?9 2_
Upp = — =1+2-2 i\/(1+2 ) — 1.
sin? 9 sin2 9 \
Wy =1+2 i\/(1+2'tg2¢) —1. (10)
Most (8 ) és (10) - zel:
p_2 . _ sin?¥ _sin?9¥ 2 .
=142 tg2¢iJ(1+2 tgch) 1 -p>0 -
sin2 9 sinZ 9 \?
p(ﬁ)_a-J1+2-tg2¢ i\/(1+2'tgz¢) ~1 . (11)
Adatok az abrazolashoz:
a=5(cm), ¢ =45°. (A)

A (11)¢és (A) szerinti fiiggvény(ek) grafikonjat a 2. abra mutatja.

et 2. ébra



Itt a k1 és a k2 jelti korivek a ( 11) - beli ,, + ” - hoz, a ki* és a ko* korivek pediga (11) -

beli ,, — ” jelhez tartoznak.

A 2. abra szerint:

24+90°+2 =180° 52 +2 =90° > ¢+ ¢ =180° -

¢ =180°—¢. (12)

Eszerint a * - os korivek pontjaibol a 2*a szakasz a ( 12 ) szerinti szog alatt latszik.

M1. A kordbbiakhoz képest 1ényeges eltérés, hogy itt masként rendeztiink be a szdmitéso -
kat.

M2. A latokorokkel kapesolatos ismeretek a Matematika / Geometria tantargy anyaga.
Itt a szoban forgd korivek polarkoordinatas egyenleteit allitottuk eld. Ez nalunk ;.

M3. Ha ragaszkodunk a feladat kiirasdhoz, akkor a megoldas:

in2 9 029\ 2
p(ﬁ)=a-\/1+2-stl;¢ +\/(1+2-St‘g“2¢) -1 . (13)
Azonban nem megkeriilhet6 a kérdés, hogy mihez tartozik a ,, —” eldjel, igy aztan nem

nagy baj — szerintlink —, ha a ( 11 ) altal leirt kettés fliggvényt tekintjiik a tagabb értelem -
ben vett megoldasnak. Ha ez nem elég, akkor mddosithatjuk a feladat kiirasat, pl. igy:
frjuk fel azon sikbeli pontok mértani helyének polarkoordinatas egyenletét, melybdl egy
2*a hosszusagu szakasz ¢, illetve 180° — ¢ szog alatt latszik!

E modositott feladat pontos megoldasat a ( 11 ) egyenlet irja le.

Szokas hozzaflizni, hogy a mértani helyhez a szakasz végpontjai nem tartoznak hozza.
Tovabba azt is, hogy a 14tdszog kisebb az egyenesszognél.

M4. A 1atokor - problémakor egy nagyon fontos része az elemi geometrianak. Sok feladat
megoldasat konnyiti meg, teszi egyszeriibbé. Erre lathattunk példat a legutobbi **) ira -

sunkban is.

M5. Hatravan még a korok sugaranak és kozéppontjaik koordinatainak meghatarozasa.



Ehhez tekintsiik a 3. abrat!

st 3. abra

Ez alapjan irhatjuk, hogy:
0C, + P, =0P, , 0C; =y;, , C;P, =R, OP; = p(90°) —
Ve, + R =p(90°) - y;, = p(90°) —R. (14)

Tovéabba Pitagordsz tételével:

V¢, = VR* —a? . (15)

Most (14 ) és ( 15) - tel:
p(90°) — R =+vVR? —a? . (16)

Négyzetre emelve és rendezve:
p2(90°) —2-p(90°)-R + R* =R? —a? - p2(90°) —2:p(90°)-R = —a? -

2 o 2 . o) . _ p2(90°)+a2 _ l . o 2 re.
p“(90°) +a*=2-p(90°)-R - R = 20y 2 [p(90 ) + 00)] , tehat:

a
p(




=3[P0 +

p(90°)

Majd (14 ) és ( 17 ) szerint:
= p(90°) =3+ [p(90°) +

c

Ye,

=3+ |p(907) -

p(90°)

p(90°) 2

A korok kozéppontjainak koordinatai:

C,(0; ye,), Co(0;

_yC1) .

Ezutan (13 ) - ba 9 = 90° - ot helyettesitve:

\/( 'tgiqb)z_l'

p(90°) = a-\/

=] =3[0 -]

¢

A 3. abra példajahoz, (20 ) és (A) - val is:

tg 245° \/(1+2 tg245°)2 -1

p(90°)=5(cm)-\/1+2

Most (17), (A)és (a) - val:
R=%-[p(90°)+

=5(cm)-\/1+2+\/(1+2)2—1=5(cm)-\/3+\/9— =

tehat:

=5(cm) v3+v8=5(cm)-vV3+2-V2, azaz:
p(90°) =5 -v34+2-v2 (cm) = 12,07106781 (cm) .

2
a ]:l- [12,07106781 +
p(90°) 2

R =7,07106781 (cm) .

Majd (18), (A)és (a) - val:

[p(90°> -

p(90°)

w7l =3

[12 07106781 —

> ] (em),

12,07106781

12,07106781

——| (ecm),

(17)

(18)

(19)

(20)

(a)

(b)

(¢c)



A 1atokorok paraméteres egyenletrendszerei:
x1(t) =R-cost, y,(t) =yc, +R-sint,
x2(t) = R-cost, y,(t) =—yc +R-sint.

At paraméter szoba johetd értéktartomanyai:
—t; <t(ky) <180°+t, , t; = arcsin (3%) ;
180° —t; < t(k,) <360+t .

A peldabeli korokre vonatkozo osszefiiggések az aldbbiak.
x,(t) =7,07106781 (cm ) - cost ,

y,(t) =5(cm )+ 7,07106781 (cm ) - sint ;

t; = arcsin (3%) = arcsin (m) = 45°,
—45° < t(k,) < 225°.

x,(t) =7,07106781 (cm ) - cost,

y,(t) =—5(cm)+ 7,07106781 (cm ) - sint ;
135° < t(k,) < 405°.

A példa eredményeit a 4. dbra mutatja.

4. abra

(21/1)
(21/2)

(22/1)
(22/2)

(k1/1)
(k1/2)

(t1)
(tk1)

(k2/1)
(k2/2)
(tk2)



MB6. A fenti szamitasokkal nem tul gyakran talalkozhatunk. Ezért is foglalkozunk ilyes -
mivel, idénként visszatérve rajuk. Ezek a képletek nem annyira egyszeriek; pl.: azt sem
konnyli megmondani, hogy ( 11 ) koroket ir le, csak a fliggvények abrazolasa utan.
Masképpen mondva: itt nem igazoltuk, csak szemléltettiik, hogy a mértani helyek korivek.
A 1atokor - tétel igazolasara nézve Id. pl.: [ 1 ]!

M7. Sokak szemében még ma sem valami népszerii az, amit mi is csinalunk: a szintétikus
geometrial eredményeket atiiltetni analitikus forméba. A ,,hagyomanyos felfogas” legin -
kabb akkor kezdett némiképpen idejétmultta valni, amikor kell6képpen elterjedtek az asz -
tali szamitogépek, sok segédprogrammal felszerelve. Mi a Graph ingyenes rajzolo pro -
gramot hasznaljuk szamitogépilinkon, eléggé eredményesen. Ha megadjuk neki a mértani
hely leirasat jelenté p = p( ) polarkoordinatas fliggvényt, akkor a rajzold program meg -
mutatja a hozza tartozé gorbé(ke)t. Errdl ugy ,,deritjiik ki, hogy kor(6k)rdl van sz, hogy
meghatarozzuk a feltételezett korok kdzéppontjait és sugarat, majd ezekkel felirjuk a
kor(ok) paraméteres egyenletrendszereit. Ezekkel is abrazoljuk a gérbéket. Ha a kétféle
megadasu fiiggvények gorbéi minden szoba joheté pontban egybeesnek, akkor gyakorlati
értelemben mondhatjuk, hogy feladatunkban a mértani helyek korivek. Itt 1ényegesnek
tlinhet a ,,gyakorlati” jelz6. Egy matematikusnak inkabb, mint egy mérnoknek.

M8. Nem készitettiink mindenhova magyarazo abrat. Ilyenek pl. a ( 22 ) képletek is.
Javasoljuk, hogy az érdekl6dd Olvasoé készitse el ezeket maganak!
Forras:
[ 1] - Hajos Gyorgy: Bevezetés a geometriaba
6. kiadas, Tankonyvkiad6, Budapest, 1979.
Ajanlott olvasmanyok:

*) A latokor temajahoz.pdf (galgoczi.net)
**) Eqy erdekes sikgeometriai feladat 2.pdf (galgoczi.net)
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